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IGinleitung. 

Ein Problem, mit dem man sich viel tmd mit großem Erfolg 
beschäftigt hat, ist die Dirichletsche Randwertaufgabe, eine inner- 
halb eines gegebenen Grebietes reguläre analytische Funktion zu 
bestimmen, wenn ihr Wert auf dem Rande vorgeschrieben ist. 
Solche Aufgaben lassen sich in mannigfaltiger Weise auf das 
Gebiet der Funktionentheorie übertragen, indem man Funktionen 
komplexen Argumentes in Betracht zieht. Riemann^) ging noch 
weiter, indem er die Aufgabe stellte, Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen innerhalb eines von einer gegebenen Kurve be- 
grenzten Grebietes der komplexen Ebene zu bestimmen, wenn 
zwischen den Randwerten der Real- und Imaginärteile der Funk- 
tionen gewisse Relationen gegeben sind, deren Koeffizienten stetige 
gegebene Funktionen der Bogenlänge sind. 

Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung einer Vor- 
lesung von Professor Hilbert über Integralgleichungen im Sommer- 
semester 1906. Sie behandelt die Anwendung der Integral- 
gleichungen auf einige Randwertaufgaben in der Funktionen- 
theorie. Professor Hubert^) hat die Methode der Theorie der 
Integralgleichungen auf die Bestimmung einer innerhalb einer 
geschlossenen Kurve regulären analytischen Funktion 

f{js) = u{xy) + w{xy) 

angewendet, wenn zwischen den Randwerten u (s), v (s) von u (xy) 
resp. V (xy) die lineare Relation 

a{s)u{s) + b{s)v(s) + c(s) = 
besteht, wobei die Koeffizienten a (5), b (s), c (s) stetig differenzier- 



1) Riemanns Inauguraldissertation, Abschnitt 19. 

2) In einem auf dem internationalen Kongreß in Heidelberg (1904) von Prof. 
Hilbert gehaltenen Vortrage. Prof. Hilbert hat dieses Problem auch durch zwei- 
malige Anwendung der gewöhnlichen Bandwertaufgabe aus der Theorie des 
logarithmischen Potentials gelöst (vgl. seine dritte Mitteilung über Integral- 
gleichungen, Gott. Nachr. 1905). 

1 
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bare Funktionen des Argumentes s sind und a (s), b ($) keine ge- 
meinsamen Nullstellen haben. Im ersten Paragraphen werden wir 
dasselbe Problem betrachten, wo aber a (5), b (s) nur stückweise 
auf dem Rande stetig difFerenzierbar sind, d. h. sie mögen gewisse 
Sprünge in einer endlichen Anzahl von Stellen des Eandes erleiden. 
Sind dann a (s), b (s) wechselweise Null, so können wir unter ge- 
wissen Bedingungen eine innerhalb des betrachteten Grebietes 
reguläre analytische Funktion komplexen Argumentes ohne wei- 
teres bestimmen, wenn längs einzelner zusammenhängender Teile 
der Begrenzung desselben der Wert des reellen Teiles und längs 
aller übrigen Teile der Begrenzung der Wert des imaginären 
Teiles der Funktion gegeben ist. Volterra^) hat dieses Problem 
behandelt, aber in unzulänglicher Weise, wie Schwarz^) gezeigt 
hat. Er sucht nämlich eine Funktion von = x + iy, die sich 
innerhalb eines gegebenen Grebietes wie eine ganze Funktion ver- 
halten soll, unter folgenden Bedingungen zu bestimmen : der Rand 
des Grebietes sei in 2 k zusammenhängende Stücke geteüt; die 
Real- und Imaginärteüe der komplexen Funktion sollen abwechselnd 
auf diesen Stücken willkürlich vorgeschrieben werden, nur daß 
sie bei der Annäherung des Argumentes an die Endpunkte der 
Stücke von weniger als der halben Ordnung unendlich werden 
müssen. Schwarz hat darauf hingewiesen, daß diese Aufgabe 
im Falle Jol und unter diesen Bedingungen im allgemeinen keine 
Lösung hat und daß daher Volterras Bedingungen nicht von 
einander unabhängig oder nicht mit einander verträglich sind. 

In den andern Paragraphen werden wir die Aufgaben be- 
trachten, zwei in einem gewissen Grebiete reguläre analytische 
komplexe Funktionen zu suchen, wenn ihre Randwerte gegebenen 
linearen Relationen unterworfen sind. Unsere Methode wird darin 
bestehen, daß wir eine Fredholm sehe Integralgleichung vermöge 
der Grreenschen Funktion für eine der Unbekannten aufstellen. 
Die Hauptsache wird sein, eine solche Integralgleichung mit einem 
stetigen Kern zu finden, der keine Unendlichkeitsstellen von der 
Ordnung eins oder größer als eins hat. Prof. Hubert^) hat den 
Fall gelöst, wo zwischen den Randwerten der analytischen Funk- 
tionen selbst eine lineare Relation gegeben ist ; und dies war eine 
Vorbereitung zu seinem Beweise der Existenz linearer Differential- 

1) „Sopra alcune condizioni caratteristiche delle funzioni di una variabüe 
complessa", Brioschi Ann. (2) XI, 1 — 55. 

2) Schwarz, Fortschritte der Math., Bd. XV. 

3) Prof. Huberts dritte Mitteilung über Integralgleichungen, Gott. 
Nachr. 1905. 
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gleichungen mit vorgeschriebener Monodromiegruppe. Wir werden 
diesen Fall verallgemeinem, indem wir die Kelation zwischen den 
Randwerten nicht bei demselben Pnnkte s für die beiden Funk- 
tionen geben, sondern zwischen der einen Funktion bei einem 
Punkte s des Randes und der andern bei einem andern Punkte <y, 
wo eine gewisse Beziehung 6 = 6{s) zwischen diesen Punkten 
gegeben ist. 

Herrn Professor Hilbert bin ich für die wertvolle kritische 
und fördernde Unterstützung bei Abfassung dieser Dissertation, 
sowie für die reiche Anregung, die ich aus seinign Vorlesungen 
geschöpft habe, zu großem Dank verpflichtet. 



I 

Bestimmung einer innerhalb eines gegebenen Gre- 
bietes K analytischen Funktion 

f{£f) = u(xy) + iv{xy\ 

deren Real- und Imaginärteile u{s) resp. v {s) auf der 
geschlossenen Randkurve G der Randbedingung 

(1) a (s) u (s)+ b (s) V (s) + c (s) = 

genügen. 

Wir setzen folgendes voraus : Die Randkurve C sei analytisch 
und auf einem Einheitskreise abbildbar ; a (s) und b (s) mögen ein- 
zelne Unstetigkeitsstellen auf dem Rande haben, überall sonst 
aber sollen sie stetig nach der Bogenlänge ä der Kurve C difl^e- 
renzierbare Funktionen sein ; a (s) und b (s) sollen keine gemein- 
samen Nxdlstellen haben; a{s), 6(5), c{s) seien periodische Funk- 
tionen mit der Periode Z, der Gresamtlänge der G-renzkurve. Die 
gesuchte Funktion f{z) wird auch gewisse Unstetigkeiten auf dem 
Räude haben, wie wir im Laufe der Erörterung sehen werden. 
Wir setzen c{s) überall auf dem Rande als stetig differenzierbar 
voraus. Diese letzte Annahme beschränkt die Allgemeinheit 
unseres Problems nicht, weil wir, wenn c (s) singulare Stellen 
hätte, die Bedingungsgleichung (1) mit einer derartigen Funktion 
c' (s) multiplizieren könnten, daß c (s) c' (s) überall auf dem Rande 
stetig ist. 

1* 



— 8 — 

Bevor wir unsere allgemeine Aufgabe behandeln, werden wir 
die Funktion f{e) = n {xy) + iv (xy) unter der Bedingung (1) suchen, 
wo a{8)y b(s)f c{s) überall auf dem Rande stetig difiPerenzierbar 
sind und a{8), b{s) keine gemeinsamen Nullstellen haben. Die 
Lösung, die Professor Hilbert in seiner dritten Mitteilung über 
Integralgleichungen gefunden hat, lautet in diesem Falle folgender- 
maßen: 

Hierbei ist zu setzen 

G{e) = c'^^ = U{xy) + ir(xy) 

mit dem Bandwerte 

0{s) = U(s) + iV{s) 
und 

/* (z) = M* (xy) + iv* (xy) 

mit dem Bandwerte 

f*{8) = u*{s) + iv{s). 

F(z) soll sich innerhalb des betrachteten Gebietes wie eine 
ganze Funktion verhalten und ihr Imaginärteil den Bandwert 

arctg— ff 

haben; f* (e) soll sich in dem Gebiete auch wie eine ganze Funk- 
tion verhalten, während ihr Realteil u*{s) auf der Begrenzung C 
den Wert 

-c{s)U{s) _ ~c(g)F(g) 

a{s)[ü^(s)+V^(s)] - b{s)[ü^(s)+V^{s)] 

haben solL Die Funktion F(is) ist unendlich vieldeutig, aber 
G (z) ist eindeutig. Man sieht ohne weiteres leicht ein, daß diese 
Funktion f(£) die gegebene Bedingung (1) wirklich erfüllt. 

Die gefundene Funktion f(£) verhält sich in dem betrachteten 
Gebiete wie eine ganze Funktion; sie besitzt jedoch, wenn n 
negativ ausfällt, auf C in dem Punkte, wo 

arctg ^ 



a{s) 



einen Sprung hat, einen Pol — 2wter Ordnung; 2i%n soll die 
Änderung darstellen, die log (a (s) + 6 (s)) beim positiven Umlauf 
längs der geschlossenen Kurve C erfährt. 



1 
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In diesem Probleme wie in den folgenden setzen wir vorans, 
daß die Dirichletsche Aufgabe, eine innerhalb eines gegebenen 
Bereiches analytische komplexe Funktion zu bestimmen, wenn der 
Real- oder Imaginärteil auf der Begrenzung vorgeschrieben ist, 
gelöst ist. 

Jetzt wenden wir nns dem allgemeinen Probleme zn, d. h. wo 
a (s) nnd h (s) die oben erwähnten Unstetigkeiten haben. Um diesen 
Fall zu behandeln, suchen wir zunächst eine innerhalb unserer 
Grrenzkurve C analytische Funktion 

mit dem Bandwerte 

derart zu bestimmen, daß unsere gesuchte Funktion f{z) = ^(^!ß) 
+ iv{xy) durch die Relation 

(2) /* W = f{o) 9 {^) 

gegeben ist, wo die Randwerte tt*(s) und v*{s) der in dem be- 
trachteten Gebiete K analytischen Funktion 

/* {e) = M* {xy) + iv* (xy) 
die folgende Randbedingung 

(3) a* (s)u* (8) + b* (8) V* (s) + i* (8) = 

befriedigen, wo a* (s), b* (s) und c* (s) überall stetig differenzierbare 
Fxmktionen der Bogenlänge s — die ersten beiden a (s) und h (s) 
ohne gemeinsame Nullstelle — bedeuten. Durch dieses Verfahren 
fuhren wir unsere allgemeine Aufgabe auf die obige spezielle zurück. 
TJm die Funktion g{£i) aufzustellen, setzen wir die Werte 
u* (s), V* (s) aus der Relation (2) in die Randbedingung (3) ein. 
Hieraus ergibt sich 

a* {uu^ — v vj + i* (uv, + r mJ + c* = 
oder 

u (a* Mj + b* vj + V (b*u^ — a*v^ + c* = 0, 

wo wir der Kürze halber das Argument 8 weglassen. Vergleichen 
wir diese Gleichung mit der ursprünglichen (1), so sehen wir, daß 

a = o*Mj + i*t?i, b = b*u^ — a*v^, c = c* 
oder 

(4) (a-ib) = (a*-i6*) (u, + irj, c = c* 

gesetzt werden muß. Wollen wir nun a* (s) und b* (s) derart be- 
stimmen, daß sie die oben erwähnten Einschränkungen erfüllen, 
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80 müssen wir die Funktion g{e) = ^i{^y) + i^i{^y) so wählen, 
daß sie anf dem Rande dieselben Unstetigkeiten hat wie die 
Funktion a{s) — ib{s), d. h. daß 

überall anf dem Rande stetig differenzierbar ist, wobei 

d{s) = a{s)'-ib{s), d*{s) = a*{s)^ib*{s) 

znr Abkürzung gesetzt sind. 

Da die komplexen Randfanktionen d{s) und d*{s) nirgends 
Null sein können und d* (s) überall stetig differenzierbar sein soll, 
so kann die Funktion g{^) auch nirgends auf dem Rande Null 
werden. Außerdem muß g{js;) eindeutig sein. 

Lassen wir erstens in dem komplexen Ausdrucke d(s) nur 
Pole als Unstetigkeiten zu. Dann können wir, wie es sich durch 
die Theorie der konformen Abbildung leicht zeigen läßt, die 
Funktion g{jsi) mit den folgenden Eigenschaften bestimmen: sie er- 
füllt die oben verlangten Bedingungen und hat auf dem Rande 
Pole in denselben Stellen und von derselben Ordnung wie d{s), 
während sie überall sonst in ihrem Gebiete und auf dem Rande 
regulär analytisch sein kann. Wenn wir hierauf die Gleichung (4) 
nach a*(s), h*{s) und c*{s) auflösen, so können wir die Funktion 
f* ie) aus der Bedingungsgleichung (3) durch das am Anfang dieses 
Paragragraphen angewandte Verfahren aufstellen. Somit erhalten 
wir die gesuchte Funktion f{£) aus der Grleichung (2). Sie hat die 
folgenden Eigenschaften: sie verhält sich in dem betrach- 
teten Grebiete wie eine rationale Funktion; sie hat 
auf dem Rande stetige Kullstellen in den Punkten, 
wo der Ausdruck d{s) Pole hat; in dem Punkte, etwa 

s z=: Oj WO arctg ^\i den Sprung 2xn hat, besitzt sie 

_ •• 

einen Pol in dem Falle, daß dieAnderung des log{a*{s) + 

b*{s)) bei einem positiven Umlauf längs der geschlossenen 
Kurve C negativ ausfällt, und zwar besitzt sie da- 
selbst einen Pol — 2nter Ordnung. 

Wir haben zweitens den Fall zu behandeln, wo d(s) = a (s) — ib {s) 
nur endliche Sprünge in einer endlichen Anzahl von Stellen auf 
dem Rande besitzt. Hierbei können wir, ähnlich wie im vorigen 
Falle, unsere Funktion g{^) mit folgenden Eigenschaften aufstellen : 
sie erfüllt die oben verlangten Bedingungen und hat wesentlich 
singulare Stellen auf dem Rande in den Punkten, wo d (s) die end- 



* • • 
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liclien Sprünge hat; überall sonst kann sie in ihrem G-ebiete nnd 
auf dem Rande regulär analytisch ausfallen. Auf diese Weise er- 
gibt sich unsere gesuchte Funktion f{£) mit folgenden Eigenschaften : 
in den Punkten der Begrenzung, wo d{s) endliche 
Sprünge hat, besitzt sie wesentlich singulare Stellen; 
in dem Punkte s = hat sie, falls das oben definierte 
n negativ ausfällt, einen Pol — 2wter Ordnung; außer 
in diesen eben erwähnten singulären Stellen kann /(^) 
überall in dem betrachteten Grebiete und auf dem 
Eande regulär analytisch sein. 

Wenn wir endlich die beiden Möglichkeiten der Singularitäten 
des Ausdruckes d{s) zulassen, so erhalten wir unter den am An- 
fang des Paragraphen genannten Einschränkungen folgendes Re- 
sultat: hat der komplexe Ausduck d{s) = a{s) — ib{s) Pole 
oder nur endliche Sprünge in einer endlichen Anzahl 
von Randpunkten des betrachteten Grebietes, so 
können wir eine komplexe Funktion f'{£) = u{xy) + iv{xy) 
aufstellen, die überall in dem gegebenen Bereiche 
regulär analytisch ist und sich auf dem Rande fol- 
gendermaßen verhält: in den Punkten, wo d{s) Pole 
besitzt, hat sie reguläre Nullstellen; in den Punkten, 
wo d{s) endliche Sprünge besitzt, hat sie wesentlich 
singulare Stellen; wenn die Änderung 2mn des log(ci*(s)-|- 
h{s)) bei einem positiven Umlauf längs der Randkurve 
Cnegativ ausfällt, hat sie in demPunkte, in welchem 

6* (s) 
arctg —1^7-r den Sprung 2%n hat, einen Pol — 2nter Ord- 
nung. 

Wir werden nunmehr einige Anwendungen dieser Theorie bei 
gewissen Fällen machen, deren Lösungen durch Substitution be- 
stimmter Werte für die Koeffizienten a{s) und h{s) unmittelbar 
folgen. 

Wir betrachten zuerst das Problem, eine innerhalb eines um- 
schlossenen Gebietes K reguläre analytische Funktion 

f{a) = u{xy) + iv{xy) 

zu bestimmen , wenn der Realteil u {s) auf einigen^ Teilen der 
Grenze G und der Imaginärteil v{8) auf allen anderen Teilen der 
Grenze gegeben sind. Die Grenzkurve C des Gebietes K sei z. B. 
in 2ä Teile geteilt. Wir möchten dann f{2) bestimmen, wenn u{s) 
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Fig. 1. 

und v{s) abwechselnd auf C gegeben sind, d. h. wenn die fol- 
genden Bedingungen statt haben: 

für 0<5<5i sei u(s) = c^($) 
für 5i<5<5, sei v{s) = c^{$) 



für 5,^, < 5 < s^^ sei u (s) = (?,,_, (5) 
für Ä„., < 5 < Ä„ sei V (s) = 0,^(5). 

Um diese Aufgabe zu lösen, braucht man nur unsere obige 
Theorie anzuwenden, indem a(s) und b(s) den folgenden Werten 
unterworfen sind. 

für 0<s<s,:a(s) = - -^^, b(s) = 
für 5, <5 <: 5, : a(s) = 0, 6 (s) = -- ^ 



c,(ä) 



für «,»_<:ä<5,^, :a(«) = - /^}. , 6(5) =• 
für 5,;^,<Ä<5„:a(s) = 0, 6(5) = ~y;^- 

Die Funktionen c^{s), c,(s) . . . 0,4(5) können nicht willkürlich 
vorgeschrieben werden, sie müssen vielmehr so gewählt werden, 
daß a(s) und b{s) die am Anfang dieses Paragraphen genannten 
Einschränkungen befriedigen. Die TJnstetigkeiten der Funktion f{£i) 
auf dem Bande sind durch die obige allgemeine Theorie gegeben. 

Wir können weitere Beispiele betrachten, z. B. die Bestimmung 
von f(^)j wenn zwischen den Real- und Imaginärteilen gewisse 
lineare Relationen stückweise auf dem Rande gegeben sind, d. h. 
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wenn wir die obige Figur betrachten, für den Fall, daß folgende 
Relationen gegeben sind: 

für 0<8<s^:a^(s)u(s) + b^{s)v{8)+jc(s) = 
für 8^^C8^<8^: a^{s)u(s) + b^(8)v{s) + c{8) = 



für 5,^3 < s < 5,^, : a,^, {s)u(s) + 6,..^ (s) v (8) + c(8) = 
für «2»-i<5<.<?„: a,^(5)tt(s)-h6„(s)t;(5) + c(s) = 0, 

wo «»(s), d^is) . . . \{s)j 6,(ä) . . . c(s) stetig differenzierbare Funk- 
tionen von 8 auf ibren entsprechenden Bogenstücken sind und 
auch die einzelnen Koeffizienten je eines der Paare ai(s)jb^(s)', 
a^(8)j b^is); . . . keine gemeinsame Nullstelle haben. Wir haben 
c (s) anstelle c^ (s), c, (s), . * . gebraucht , weil wir durch Multipli- 
kation die Gleichungen immer in die obige Form bringen können, 
wo c(8) überall auf dem Bande stetig differenzierbar ist. 

Um diese Aufgabe zu lösen, braucht man den Koeffizienten 
a(«), b{s) in (1) die folgenden Werte zu geben: 

für 0< s<5j : a{s) = a^{s), b{s) ^= b^(8) 
für Äj < Ä < 5, : a(s) = a^{s), b(s) = 6,(5) 



für «,M<s<5,^i :a(s) = a,^,(«), b{s) = 6,^,(5) 
für s,^, <: 5 <: 5,, : a(s) = «„(5), 6(5) = 6„(s) 

Die Ausdrücke «!,&,,«,,&,... können auch nicht willkürlich sein, 
sie müssen so beschränkt werden, daß a(8) und 6(s) ihre in der 
oben entwickelten Theorie gegebenen Bedingungen erfüllen. 

Wir könnten weitere Beispiele anführen, indem wir für die 
Koeffizienten a{s)j b(s) in (1) andere Kombinationen wählen, aber 
diese eben betrachteten Probleme genügen, um zu zeigen, wie 
man solche Aufgaben behandeln kann. 



II 
Einige Bemerkungen über die Q-reensche Funktion. 

Sind U{xy) und V(xy) irgend welche innerhalb eines von einer 
Kurve C umschlossenen Gebietes stetig differenzierbare Funktionen, 
so hat man nach dem wohlbekannten Greenschen Satze die fol- 
gende Formel: 



f 
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wo n die nach innen gerichtete Normale der Grenzkurve ist und 

die Laplace sehen Operationen bedeuten. Das erste Integral soll 
über den Kand, das zweite über die ganze Fläche genommen 
werden. Gibt es einen Pnnkt im Innern des Gebietes, wo ent- 
weder ü{xy) oder V{xy) unstetig ist, so können wir einen kleinen 
Kreis um ihn schlagen. "Wenn wir dann das Kurvenintegral so- 
wohl längs der Peripherie des Kreises wie längs der ursprüng- 
lichen Grenze nehmen, so wird unsere Formel noch gelten; denn 
TJ{xy) und V{xy) würden dann in dem Gebiete zwischen der Grenze 
und dem Kreise überall stetig differenzierbar sein. 

Nehmen wir zunächst 

V{xy) = --2^1og|r|, 
wo 



r = sKx--i)' + {y--fiy 



die Entfernung von einem gewissen Punkte {^tf) des Gebietes bis 
zum veränderlichen Punkte (xy) bedeutet. V{xy) wird dann eine 
logarithmische Unstetigkeit beim Punkte (Ji^) besitzen. Schlagen 
wir einen kleinen Kreis c um diese Unstetigkeitsstelle, so gilt der 
folgende Green sehe Satz: 




(-■^loglH) 1 



+ -£rlogkl-T„-/<'« 



dn 2n °' ' dn 

wobei natürlich U{xy) noch überall im betrachteten Gebiete stetig 
differenzierbar sein muß. 

Bildet man das links stehende Integral für den kleinen Kreis, 
so lautet es: 
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^y — ä^ — +2^^«si''iw* 

WO ä(o ein Bogenelement des Einheitskreises um den Funkt (I17) 
als Zentrum bedeutet. Läßt man nun den Radius des Kreises un- 
endlich klein werden, so hat man für das rechts stehende Integral 
einfach — ?7(5i?), d. h. den Wert von U{xy) in dem Punkte (Ji?). 
Daher läßt sich die Formel (1) auf folgende Weise schreiben: 

-ff rixy,U)JU(xy)df, 
wo natürlich U{s) der Wert von ü{xy) und F(s,|ij) der "Wert 



von 

1 



log|r 



2» 

anf dem Rande ist. Ist zunächst U{xy) eine Potentialfanktion, 
so folgt 

JV{xy) = 0; 

dann nimmt das Green sehe Integral die folgende Gestalt an : 

(C) 

Wir konstruieren nunmehr eine Green sehe Funktion^) 
^j {^Vi ^v) zweiter Art, d. h. ein^ Funktion , welche innerhalb der 
Grenzkurve G überall der Laplac eschen Gleichung 

' dx' ^ dy* 

genügt und nur an einer Stelle (5i?) unstetig ist und zwar soll 



1) Die Existenz einer solchen Funktion ist von Prof. Hubert (vgl. seine 
zweite Mitteüung über Integralgleichungen, Gott. Nachr. 1904) durch die Theorie 
der Integralgleichungen bewiesen. 
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sie daselbst eine logarithmische ünstetigkeit haben. Eine solche 
Fonktion hat dann die Form 



Gji^y^in) = --2^iog|V(^-5)' + (y-ij)'l+^(a:yJij), 

wo A^ {xjfj iri) regulär nnd analytisch in x, y, |, ij ist. Wir nehmen 
an, daß diese Ghreensche Funktion eine nach der innem Normale 
n genommene Ableitung besitzt, welche auf der Kurve C einen 
von s unabhängigen Wert x hat. 

^i (^> iv) ^"^d ^j i^i ^) seien zunächst die Werte von Gj (xy, irj), 
wenn der Punkt {xy) resp. die beiden Punkte (xy) und (gi}) nadi 
den Randpunkten 8 resp. 6 wandern. Wir werden dann die Form 
der Fxmktion G^ {s, 6) untersuchen. 

Seien 

X = fp{s), y = ^{s) 
die Gleichungen der ßandkurve (7, so folgt 



G^{8,6) = -"ä^log 



\/[g>is)^fp(6)Y + [tl;{s)--tl;{6)Y 



+ ^r (s, 6\ 



wo A*{s,6) der Wert von Ä*{xy,^ifi) ist, wenn die Punkte {xy) 
und (£17) in die Bandpunkte s resp. 6 rücken. Zunächst sieht man 
leicht ein, daß G^ (s. 6) die Form 



G^{S,6) = -— -log 



2% 



— f^m~{s-6) +5ß(«,<y) 



hat, wo 5ß (5, 6) eine reguläre analytische Funktion von ä, 6 und l 
die gesamte Länge der G-renzkurve G ist, da die Differenz 



^iog|v[9>w-9wr+r^(5)-*wj'l--^iog 






23r ^ 



sm -^ (s — <y) 



^ 



? 



bei 5 = <y gleich 



^ log [|9>' («)!*+ 1*' («)!'] 



und daher endlich ist. Daher folgt ans der obigen Definition von 
Gj(s,6) folgendes 

dGJs, ö) l(i^/ \ . A / \] 



— 17 — 
oder durch Yertanschimg von s und tf 

WO 

gesetzt wird. Äj{6,8) ist daher regulär und analytisch in den 
Argumenten 8^ 6, 

Nachdem wir uns so über die Grestalt der Grreen sehen Funk- 
tion orientiert haben, setzen wir 

U(xy) = - Gj{xy, U)+ V(xy, ln\ 

wobei lUxy, Jij) jetzt in der Tat eine überall in dem betrachteten 
Bereiche stetig differenzierbare Funktion von x, y ist. Substi- 
tuieren wir diesen Wert von U{xy) in die Gleichung (2), so folgt 

oder 

Zur Bestimmung von x setzen wir TJ{xy) gleich Eins, woraus 

X = -j- folgt. 

Daher haben wir für irgend eine Funktion, etwa u^iocy), die 
sich innerhalb eines gegebenen Grebietes stetig differenzierbar ver- 
hält und überall in dem Gebiete die Gleichung 

Juj{xy) = 

erfüllt und den Wert Uj{s) auf dem Eande besitzt, die folgende 
Formel : 

«,(Sfl) = -fo, {s, in) -^ ds + y /«X«) ds. 

Sind zunächst Uj{xy) und Vj(xy) die Real- resp. Imaginärteüe 
einer innerhalb des betrachteten Gebietes regulären analytischen 
Funktion 

f^{z) = Uj{xy)+ivXxy) 



/ 
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80 besteht zwischen den Randwerten Uj(s) nnd t;^(^) von Uj(xy) resp. 
Vj(xy) die Relation 



(4) 



«» = fGAs,ft)^^^ds + ^fu,{s)ds, 



wo der Pnnkt (|i?) in den Randpnnkt 6 gerückt ist, da anf dem 
Rande die Beziehung 

dn ds 

gilt. Vertauschen wir dann s und 6 in der Gleichung (4) und 
wenden Produktintegration auf sie an, so ergibt sich die folgende 
bequeme Beziehung zwischen Vj{xy) und Vj(xy) auf dem Rande: 






(5') t( 



wo für das erste rechts stehende Integral der Cauchysche 
Hauptwert zu nehmen ist. 

Hätten wir die Funktion if{^) anstatt f(js) betrachtet, so 
hätten wir folgendes bekommen: 

(6') V, (s) =. f^^^ «, (tf) rftf + i- fv, (6) d6, 

WO wiederum der Cauchysche Hauptwert für das rechts stehende 
Integral zu nehmen ist. 

Verfahren wir in einer ähnlichen Weise mit einer außerhalb 
des von der Kurve C umschlossenen Gebietes regulären analyti- 
schen Funktion 

die den Randwert 

annimmt, so bekommen wir ganz analoge Resultate. 

Als eine Greensche Funktion für das neue Gebiet haben 
wir analog wie früher 

<?a (^, i^) = --^ log I V(^^i)"+(y ^y I +^? i^y, inl 

wo in diesem Falle der logarithmische Unstetigkeitspunkt (Si?) 
außerhalb der Randkurve liegt. Wir können wieder analog wie 
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früher Cr,{s,<i) bestimmen und finden 

wo wiedemm A^{6, s) stetig differenzierbar in 6, s ist. 

Hätten wir die Greensche Formel für den äußeren Eanm 
betrachtet, so hätten wir anstatt der Gleichung (4) 

gefanden und hätten endlich die folgenden GMeichangen leicht aas- 
rechnen können: 



(80 



(9') 






WO wiedemm in beiden Gleichungen der Cauchysche Hauptwert 
für die ersten rechts stehenden Integrale zu nehmen ist In 
diesem Falle haben wir eine Vertauschung des Vorzeichens, weil 
jetzt die Beziehung 

dn ds 

statt hat, wo n die nach innen gerichtete Normale ist. 

Wir sehen daher, daß wir, wenn der Realteil oder der Imagi- 
närteil einer innerhalb oder außerhalb eines von einer Kurve um- 
schlossenen Gebietes regulären analytischen Funktion auf dem 
Rande gegeben ist, den andern Teil auf dem Rande bis auf eine 
additive Konstante bestimmen können. Wir verfügen über diese 
Konstanten derart, daß 

JVj{6)d6 = 0, / Uj{6)d0 = 0; 
•A) 

I V,{6)d6 = 0, / U^{6)d0 = 

ausfallen. In diesem Falle nehmen die Formeln 5'), 6'), 8'), 9') 
die einfachen Formen: 



< 
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(5) 



(6) 



(8) 



«j(») = -J — ^tf «'/(«)<'* 







r\ /•♦äG'(<y,s) , ., 

Viis) = j i^^Uj(<f)d6 

(9) ..(,) = -f^^^u.i^)d. 

an. 

Vermöge dieser Formeln hat Prof. Hubert die Aufgabe des 
ersten Paragraphen gelöst, wo die Koeffizienten überall auf dem 
Eande stetig differenzierbar sind, indem er mittelst (7) Vj{s) aas 
der Relation (1) § 1 eliminierte und dann eine Integralgleichung 
bildete, die sich auf eine Integralgleichung mit stetigem Kern re- 
duzierte. Ein ahnUches Verfahren werden wir bei den folgenden 
Aufgaben anwenden. 



ni. 

Bestimmung zweier in dem von der Kurve C be- 
grenzten Bereiche regulären analytischen Funktionen 

f{/s) = u{xy) + iv{xy) 
und 

/•*(;gr) = u*{xt/) + iv*{xy)j 

welche die Randwerte 

f(s) = u(s) + iv(s) 

r e s p. 

f*(s) = u*(s) + iv*(s) 

haben, deren Eeal- und Imaginärteile die Bedin- 
gungen 

tt{s)u(s) + ß(s)v(s) + tt*(s)u*{s) + ß*(s)v*{8) + y(s) = 
«. (s) u (s) + ß, (s) V (s) + «* (s) tt* (s) + ß* (s) V* (s) + y, (s) = 
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erfüllen, wobei die Koeffizienten eindeutige zweimal 
stetig differenzierbare Funktionen der Bogenlänge 8 
sind. 

Wir setzen vor allen Dingen voraas, daß die einzelnen Koeffi- 
zienten je eines der Fnnktionenquadrupeln 

a,/J,a*,/J*; «„jS,,«!,^; a,ß,a,,ß,; a*,/J*,<,^t 

keine gemeinsamen Nnllstellen haben; femer sollen die Deter- 
minanten 

cc{s) ß,is) - a,{s)ß{s\ «*(.>) ß\(s) - «*(5) ^ W 

von Null verschieden ausfallen; die Grenzkurve G sei wieder der 
Einfachheit halber analytisch. 

Um diese Aufgabe zu lösen, werden wir zuerst v{s)j v*(s), u*{s) 
aus den Gleichungen (1) vermöge (6), (8), (9) § 2 eliminieren. Dann 
werden wir endlich eine Integralgleichung von dem Fredholm- 
schen Typus für die Bestimmung von u{s) finden. 

Filiminieren wir sukzessive u*{s) und v*(s) aus den Gleichungen 
(1), so erhalten wir 

(a/J*).«(«) + (^^).«(*) + («*/r*).u*(s)-(^*yJ. = 0, 
wo zur Abkürzung 

(aof). -= « (s) a* (s) - a, (s) «* («) 



gesetzt ist. Mittels der Formeln (6) und (9) § 2 lassen sich die 
Gleichungen (2) so schreiben: 





+ («*/»f).«*(«)-(/'*yO. = 0, 

wo natürlich G die Green sehe Funktion im Innern des be- 

2 



r 
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trachteten Q-ebietes und l die gesamte Länge der Randknrve ist. 
Wir lassen den Index j in diesem Paragraphen immer weg. 

Wir eliminieren zunächst u*{s) ans den letzten zwei Grlei- 
chxmgen nnd bekommen dadurch folgendes: 

(K).«W-(^A)./J»C)^^«+(«-«).jr'.(.)^;^J» 

Wir haben aber schon in § 2, (4) den Wert von ^^ 

gefonden und, wenn wir diesen Wert in die letzte G-leichnng ein- 
setzen, so kommt leicht folgendes heraus: 

(««!)."(») —^^/'« (*) {cotg ^ («-•) + ^ (tf, «)} dtf 



+( 



^/ "^*^"^«^ .{cotg^(*— )+^ (<r,s)} d0 



+ i'^1 



+ d(s) = 0, 



oder 

(«*/n). 



+ 



(aaVMs)--^—f «(«)cotgy (s-<»)d<T 



(3) _^_(a*^*). r' 






+fB"(fi,s)u{Q)dQ+dis) = 0, 



wo wir zur Abkürzung setzen 



.(.,=-(^,.,-K«).jr'^.i^^ 



und 
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^.(«*^r). 



ir(M=(^.^(.,+ (^.^^.^(,, 



^•/^^•{^(•,p)cotg^(<T-p) + 4(p,<T)cotg-^(s-<T)}d<r 



+ («*«). 






Da wir voransgesetzt haben, daß die in (1) gegebenen Koeffi- 
zienten zweimal stetig differenzierbare Funktionen seien, so sehen 
wir, daß d{s) nnd B''{q,s) einmal stetig differenzierbar in ihren 
Argumenten sind. Wie man sieht , gelten die folgenden Identi- 
täten: 

und es ist aus demselben Grunde wie oben ersichtlich, daß die 
Ausdrücke 

(«*^)..„ («*/jf)..; 

ebenfalls in s, ^ stetig differenzierbar sind. 

Vermöge der letzten zwei Formeln folgt unmittelbar: 

(4) ^/'/'"(»)(^«>*gf(»-«)«>tgi(<r-»)Ä,<i. 

= -^^/ / "W <»tgy(»-«)COtgy(«-«l) <(<!*> 

Um das erste rechts stehende Doppelintegral der letzteren 
Identität auszurechnen, betrachten wir wieder die Formeln (5), 
(6) § 2. In der zweiten dieser Formeln ersetzen wir 8 durch q, 

2* 



f 
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(6) 



moltipliziereii sie darauf mit — i^^~^ ^^^ integrieren nach q 
zwischen den G-renzen Null nnd l; dann bekommen wir 

Durch Vergleichnng mit der ersten Formel sieht man, daß 
die linke Seite gleich — « («) ist. Wenden wir dann die Formeln 
(3) nnd (7) § 2 aof die rechte Seite an, so folgt ohne Weiters : 

(^) / / **(*^*^**T (* - P) CO*« X (? - <^) <?P <^« 
= -M (s)+ ^gjj J J «(9) 1^ (*» 9) cotg y (*-?) + -4 (9, s) cotg y{p-«)l df tUf. 

Durch Snbstitntion der Werte aas (4) nnd (6) in die Gleichung 
(3) erhalten wir 

(««*). « (s) - ^^^f « {<f) cotg ^(s-<t)d<f- (ßß:), u («) 



+ 







'^f u (9) cotg ^{s-<f)d« +j' B' (9,8) u((f) dg + d (8) = 



(6) 



oder endlich 
P(s) = ais)u{s) + ^J u(6)\coig^is-a) + B(<t,s)\d<f + d(s) = 0, 

wo wiederum B{6,s) eine stetig differenzierbare Funktion von 
0, « ist und zur Abkürzung 

a(s) = {aa*)-(ßß-[). 

bis) = (an-i^ßd. 
gesetzt ist. 

Daher reduziert sich unsere Aufgabe auf die folgende: zu 
finden ist eine innerhalb eines gewissen Gebietes reguläre analy- 
tische Funktion komplexen Argumentes 

f(£) = u{xy) + iv(xy), 

wenn der Randwert ihres Bealteiles u{s) der Integralgleichung 
(6) genagt. Um eine solche Funktion herzustellen, müssen wir 
zunächst aus der eben erhaltenen Gleichung eine Integralgleichung 
mit stetigem Kern konstruieren. 
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Zu diesem Zwecke ersetzen wir s durch q in der letzten 
Gleichung, multiplizieren sie mit — ^ und integrieren nach 
Q zwischen den Grenzen Null und /; dann ergibt sich 



f'm^ä,^f'a(,)u^,)^dlä. 



1 \* /•' r^ 



( 2^) / y *(*)«(•) jcotg j (s - p) + ^ (p, «)} jcotg j (<y - p) + B (<y, p)| dp d* 

1 /•' « 

(7) -'2tJ «(9)«(wcotg7-(«-P)<^P 

+ {-21) f f *(p)«(«)«>tg7-(<»-p)cotg-f-(<'-p)<'p<^<» 

+/ 0" (p, s) u (d) äff + c{s)^ 0, 

wo 

+ (■^)' J* J (*) U («, *) COtg ^{g-6) + B (p, tf) COtg y (« - tf)| dtf 

und 

dG(fi,s) 



is)-läi9)^^ä,. 



c 

Setzen wir nunmehr 

«(p) = a(&) + a(p,5)tany(s-p) 

*(p) = 6(5) + ft(p,«)tany(s-(>). 



JT 



Durch ein ähnliches Verfahren, wie wir zur Gewinnnng der 
Gleichung (6) gebraucht haben, reduziert sich die Gleichung (7) 
auf die folgende: 

fp(9)^^^olQ s -l-J*«(«){«(5)cotg^(«-«) + C(*,«)}atf 

-b{s)u(s) + c{s) = 0. 



/ 



**■* ■ M 



— 26 — 

Da B(6jS) einmal und a(8), b(s) zweimal stetig differenzierbar 
waren, schließt man, daß C{0,s) eine stetige Funktion von 6,s ist. 

Durch Elimination von cotg -y(5 — ^) zwischen (7) und der 
letzten Gleichung erhalten wir leicht 

a(s) P(s) - b{s) f^P(g)^^S?Adg = [a»(«) + 6'(s)] «(«) 

(8) , -^^ ' 

+ ^f u(g)\a(s)B(<j,s)-G{6,s)\d<l + a(s)d{s)-b{s)c{8) = 0. 

Daher maß der Kandwert u{s) der gesuchten Funktion u(xy) 
die Integralgleichung 

"(^)+ 2qa'(!) + 6'(.)]X "^*^^"^*^ B{<f,s)-C{<,,s)}d<, 

a{s)d{s)-b(s)c(s) _ 
+ [«•(«) +6'(..)] -" 

befriedigen. Diese Integralgleichung hat wirklich einen stetigen 
Kern 

a{8) B{6yS)'-C{0,s), 

wie wir verlangten. 

Es bleibt übrig, zu untersuchen, ob und wann es eine Funktion 
gibt, die diese Integralgleichung erfüllt. Die Grleichung besitzt 
die Fredholmsche Form 

g{s) = (p{s)+fK(6,s) (p(6) dö, 
wo 

_ a{s) d{s)'-b{s) c{s) 
^W — a'(s) + b'(s) 

und 

_ b{s) [ajs) B{6,s)^C(6,s)] 
^^^'^^ - 2/ [a»(5) + 6*(Ä)J 

gesetzt wird, und es hat entweder die homogene oder die in- 
homogene Grleichung eine Losung, je nachdem 1 eia Eigenwert für 
den Eem K{6jS) ist oder nicht. 

Sind y{s) und y^{s) in den Grleichungen (1) beide identisch 
Null, so können wir über die zu v(s) und v*(s) additiven Eonstanten 
so verfügen, daß an Stelle des letzten Gliedes von (9) entweder 
Null oder eine bekannte Punktion von s eintritt, weil sowohl d{s) 
wie c{s) den Paktor y{s) oder y^{s) enthält. Das sagt aber aus. 
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daß (9) entweder eine homogene oder eine inhomogene Integral- 
gleichung ist, je nachdem 



J' v(6) dö und / v*{6) d6 
*^o 



gleich Null oder verschieden von Null vorausgesetzt sind. Daher 
wird in diesem Falle die Integralgleichung (9) immer eine Lösung 
u(s) besitzen. Ist dann auf diese Art ii{s) gefunden^ so erhalten 
wir v{s) aus der Relation (6) § 2 und u*{s\ v*{s) aus den Glei- 
chungen (1). Dann brauchen wir nur analytische Punktionen /*(jer), 
/^*(-e) zu bilden, welche diese gefundenen stetigen differenzierbaren 
Kandwerte besitzen, womit unsere Aufgabe gelöst ist. 

Um einen weiteren Fall zu betrachten, nehmen wir an, daß 
es keine innerhalb unseres Gebietes reguläre analytische Funktion 

F{^) = U{xy) + iV{xy) 
mit dem Randwerte 

F{s) = U{s) + iV{s) 

gibt, deren Real- und Imaginärteile die Randbedingung 

(10) ais) U{s) + b{s) V{s) = 

erfüllen. Unter diesem Umstände kann auch die Relation 

a{s) ir(s)-b{s) V'(s) = 

nicht bestehen, wo U\s) und V {s) Randwerte einer analytischen 
Funktion 

r{z) = ü'{xy) + iV'{xy) 

sind, weil es sonst eine Funktion 

geben würde, die der Relation (10) genügt. Daher muß der Zähler 
des letzten Gliedes von (9) 

a {s) d{s) — b {s) c (s) 

verschieden von Null ausfallen, weil d{s) und c{8) die Randwerte 
des Realteiles resp. Imaginärteiles einer innerhalb der Grenzkurve C 
regulären analytischen Funktion sind, wie wir aus ihren Definitionen 
leicht sehen. 

Daher hat in diesem Falle die inhomogene Integralgleichung 
(9) eine Lösung; denn hätte die homogene Gleichung eine Lösung, 
so würde 



^ 
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(11) a(«) P*(s)-h(s)f^P*{9)^^^d9 = 



losbar sein, wobei 

P*(ä) = a{s) u{s) + ^J u{6)^cotg^(3^6) + B{<f,8)y6 

gesetzt wird, weil, wexm wir diesen Wert von P*(s) in (11) ein- 
setzen, die homogene Litegralgleichong (9) herauskommt. Das 
führt aber zu einem Widersprach gemäß der Annahme, da 

P*is) und r^P*(p)^4^öp 

die Randwerte des Eeal- resp. Imaginärteiles einer analytischen 
Funktion sind und daher eine Relation wie (10) erfüllen würden. 

Die Losung u(s) der inhomogenen Integralgleichung wird die 
linke Seite von (8) zu Null machen und dies ist nur möglich, wenn 
P{s) selbst gleich Null ist, denn wir könnten sonst 






als Randwerte des Real- resp. Imaginärteiles einer analytischen 
Funktion betrachten, die die Relation (10) befriedigen. Daher 
genügt unser gefundener Wert u(8) der Gleichung (6), wie wir 
verlangten. Der dazu gehörige Imaginärteil v(s) ergibt sich aus 
der Relation (6) § 2, während u* (s) und v* (s) aus den Gleichungen 
(1) folgen; mithin bleibt nur übrig die Funktionen f(jsi)y f^{e) auf- 
zustellen. 

Gibt es aber eine solche Funktion F(£i), deren Real- und 
Imaginärteile die Randbedingung (10) erfüllen, so können wir für 
V (s) eine ganz ähnliche Integralgleichung wie früher bilden, welche 
die folgende Form annehmen würde: 

. a'(s)d(s)-b'is)cis) _^ 
"*" [a"(«) + 6'»(s)] -"' 

wo wiederum £,(«,«), C\(tf,s) stetig in <f,s sind und 

v (.9) = - (««:). + m*:). 
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gesetzt ist. Wenn es dann keine wie oben erwähnte Funktion 
F(js) gibt, deren Real- nnd Imaginärteile die ßandbedingnng 

(lOO a'(s) U{s) + b'{s) V{s) = 

erftOlen, so kann die homogene Grleichnng (9') keine Losnng haben, 
wie wir dnrch ein ähnliches Verfahren wie oben sehen, weshalb 
die inhomogene Gleichung lösbar sein muß. In diesem Ealle ist 
also nnsre Aufgabe lösbar. 

Gibt es aber endlich eine wie oben beschriebene Funktion 
F{e)y die die beiden Bedingungen (10) und (10') erfüllt, so wird 
unser Problem im allgemeinen keine Lösung besitzen, wie wir 
sogleich zeigen werden. 

Um dieses durchzuführen, werden wir zunächst eine innerhalb 
des betrachteten Gebietes reguläre analytische Funktion 

g{z) = u^{xy) + iv^{xy) 

mit dem Bandwerte 

suchen, so daß 

fiz) = giz) Fi,) 

ist. Wir werden zeigen, daß es im allgemeinen keine solche 
Punktion g{£i) gibt. Substituieren wir die Werte von u und v 
aus dieser Formel in die Gleichungen (2), so nehmen diese folgende 
Gestalt an: 

(«<) [üu,- Vv,]-(«*ß,)[üv,+ F«J-(«*^r) «*-(«*yO = 
(aßt) [Uu,-rv,] + (ßß*) [Uv,+ ru,] + {a*ß:) M*-(^yJ = 

oder 

«. [«) U - (o*^.) V] - V, [(«♦/».) U + (aaX) F] - (a*^) ^ - (a*yO = 

«. [(«/JT) u+ m) v] + «. [(ßßt) ü - (aß:) V] + («*/ir) «* - OJ*y.) = o, 

wo das Argument s weggelAssen ist. Ans (10) ond (10') aber er- 
halten wir 

(a«f) U-ie^ß,) V = ißßX) U-{aß^V=I) 
(a*^0 U+ (««:) V = {aßl) U+ (/J^) r=E, 

WO natürlich D, E bekannte Funktionen von s sind. Vermöge 
dieser Gleichungen lassen sich die obigen Gleichungen so schreiben: 

Du^^Ev,--(a*ß^) v*-(a*y,) = 
JEy, + D V, + (a*jS*) t#* - (/J*yJ = 

oder 

(11) r{s)=p{s)g{s) + qis), 



( 
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wo zur Abkürzimg 






E 



ST + » 



D 






L («*/?*) (o*^) J 

gesetzt wird. 

Bevor wir diesen Fall weiter nDtersachen, betrachten wir 
einen speziellen Fall, der sich in dieselbe Form wie (11) bringen 
läßt, nämlich den Fall, wo 

a(s) = 0, fe(s)=0 
d. h. 

(««♦) = (ßß*) nnd (a*^ J = («ff) 

sind. In diesem Falle reduzieren sich die G-leichnngen (2) auf die 
Form 

i2« + |t;-(a*/3*) t;*-(a*yO = 

^^u + fiv + (a*ß*) u* + (ß*yi) = 
oder 

(12) r(s) ^P,is)fis) + gis) 
wo 

P(s) = i + ivi 

sind. 

Wir müssen also noch zusehen, ob nnd wann es zwei inner- 
halb des Gebietes reguläre analytische Funktionen, etwa 

/'(^) = u{xy) + iv(xy) 
g{£) = u^{xy) + w^{xy) 

gibt, deren Randwerte eine solche Relation 

(13) f{s) = c{s)g{s) + d{s) 

erfüllen, wobei c{s) und d{s) zweimal differenzierbar in s sind. 

Wir sehen leicht ein, daß Funktionen wie f{z)y g{e) die Rand- 
bedingung 

f{s) = c{s) g(s) 

nicht erfüllen können, außer wenn c($) selbst der Randwert einer 
innerhalb des Gebietes regulären analytischen Funktion ist, in 
welchem Falle es eine unendliche Anzahl von Funktionenpaaren 
gibt, die der gegebenen Relation genügen. Wenn in (13) c(ä) der 
Randwert einer solchen Funktion ist, so muß d (s) auch eine solche 
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Funktion sein, sonst konnten f{e) nnd g{is) die Bedingung (13) 
nicht erfüllen. Sind daher c(s) und d(s) beide Randwerte von 
solchen analytischen Funktionen, so würde es wieder eine unend- 
lich große Anzahl von Funktionen paaren f{z)j g{8) geben, welche 
die gegebene Bandbedingung erfüllen. Sind c{s) und d{s) keine 
solchen Funktionen, so können wir schreiben 

c{s) = 9,{s) [c^ {s) + g,(s)] 
dis) = f,(s) [d'{s) + Us)] 

wo gi{s), g^{s)f fi{s)y f^{s) Randwerte von innerhalb des betrachte- 
ten Q-ebietes regulären analytischen Funktionen sind, jedoch c' (s) 
und d'{s) weder einen Faktor noch ein GHed enthalten, welches 
ein solcher Randwert ist. Daher läßt sich (13) so darstellen: 

m-fds)f,(s)-9As)9{s) ^|M.,>(,) gis) + d'is). 

Wir sehen ohne weiteres ein, daß es nur im Falle, wo 

c'(s) + d'(s) == 

ist, eine Lösung unseres Problems geben kann und zwar hat dann 
die Lösung folgende Form: 

a(s) = AifL 
^^^ 9Asy 

Wir erhalten somit folgendes Resultat: inden Fällen, wo 
entweder a(s) = {att*)-{ßß*) und b{s) = (aß*)-{a*ß,) iden- 
tisch in s gleich Null sind oder wo es eine innerhalb 
des gegebenen Gebietes reguläre analytische Funk- 
tion 

F{8) = ü{xy) + iV{xy) 

gibt, die die beiden Randbedingungen (10), (10') er- 
füllt, d. h. wo die beiden homogenen Integralgleichungen 
(9), (9') lösbar sind, haben wir im allgemeinen keine 
Lösung unseres Problemes; in allen andern Fällen 
haben wir unser Problem vollständig gelöst. 



/ 



— 32 — 

IV. 
Bestimmang zweier komplexen Funktionen 

und 

faiß) = •*«(a^) + *»«(«y), 

die sich innerhalb bezw. außerhalb des von der Kurve 
C begrenzten Grebietes wie regaläre analytische 
Funktionen verhalten and deren Eeal- and Imaginär- 
teile auf dem Eande tij{s), Vj(s) resp. u^{s)j v^is) die Be- 
dingungen 

a{s)u,{8) + ß{s)v,{s) + a*{s)u,{s) + ß*{s)v,(s) + y{s) = 
aAs)Uj(8) + ß,{s)v,{s) + af{s)u,{s) + ß*{s)v,{s) + y,{s) = 

erfüllen, wo die Koeffizienten den einschränkenden 
Yoraassetzungen des § 3 unterworfen sind. 

Dieses Problem ist ganz ähnlich dem in § 3 behandelten; 
daher werden wir nur die Besoltate angeben. Die Relationen 
zwischen den Beal- and Imaginärteilen einer außerhalb des Ge- 
bietes regulären analytischen Funktion auf dem Bande und die 
Benutzung der Q-reen sehen Funktion für den äußeren Baum 
wurden schon in § 2 gegeben. 

Anstatt der Gleichungen (2) § 3 haben wir 

(2) «). ^i (^) - («* ß^)' «'i (') - (^ßi). ^a (*) - («* yiX = 

{aßtl u, (s) + (ßßr). V, {s) + (a^ß*). u, (s) - (ß* y J, = 0. 

Durch Elimination von Vj(s), «„(s), Va{s) aus (2) bekommen wir 
leicht vermöge der Formeln (7), (8), (9) § 2: 

(««?). «i (s) - 21 f "^ ^"^ '^^^ T (* ~ *) '^^ 
"W^XX^ "^^'^"*' f (.-.)cotgf (.-,).M<^ 

+ f B" (p,«) u, (p) dQ + d (.9) = 0, 
wo B"{q,s) und d{s) reguläre differenzierbare Funktionen von 
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ihren Axgamenten sind. Dnrch ein ahnliches Verfahren wie in 
§ 3 bekommen wir ohne Weiteres 

(3) P(s) = a(8)u,is) 



f **^(*){ **°*« T («-«) +^M I 



+ -^ I «>(ff)i cotg ^ (s - <j) + B (9,8) \d0 + d{s) = 0, 



wo B (tf, s) wiedemm stetig differeozierbar in «,» ist und a (s) und 
b (s) dieses Mal folgende Q-estalt haben : 

a («) = [(a«f ) + (ßßf)] 

Um eine Integralgleichung für u^ {s) za konstruieren, verfahren 
wir ähnlich wie in § 3, indem wir folgendes bilden: 

fp{9)^^^dif s -his)u{s) 
(4) ^0 '^ 

^j M,(ff)|cotg|-(«-<») + C(tf,s)|dtf + c(«) = 



+ 



und dann cotg -r- {s — o) zwischen (3) and (4) eliminieren. Daraus 
ergibt sich 

a{s)P{s)-h{s)j^P{Q) ^^>''^ dQ s [a\s) + b*{s)]u,{s) 







(5) +^j u,(p)\a{s)B{f,,8)-C{6,s)\d6 

+ a{s)d(s)-b{s)e(s) = 0, 

wo der Kern 

\ais)Bi<f,s)-Ci<f,s)\ 

eine stetige Funktion in <f, s ist und 



„ = jr'.(„i^^ 



gesetzt wird. 

Unsere Aufgabe besteht daher darin, daß wir eine innerhalb 
unseres Grebietes reguläre analytische Funktion finden, deren £eal- 
teil auf dem Rande der Integralgleichung 



/ 
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"^^^^+ 2l[a*{s) + b'(s)]f "'^"^ {a{s)Bia,s)-C{0,s)\dtf 

(6) ^ 

, ais)d(s)-h{s)c{s) _ 

genügt 

G-ibt es eine in dem Gebiete reguläre analytische Funktion 

deren Randwert 

F{s) = ü{s) + iV(s) 
die Relation 

(7) a(s)U{s) + b{s)V{s) = 

erfüllt, so bilden wir für v^(s) eine ganz analoge Integral- 
gleichnng. Sie lautet 



^ds) + ..tt::.'' ^'^ 



-ir^J ". {") \ «' («) ^. (<^, «) - C, {6, s) ] d6 



a'(«)rf(g)-y(.)c(s) _ 
■^ [a" (s) + 6" (s)] - " 

nnd hat aach einen stetigen Kern. Dieses Mal haben wir aber 

a' {s) = - [{a*ß,}. + (aß*).] 
&'(«) = -[(«<). + 0J^).]. 

Gibt es aber keine solche Funktion F (xr), so muß die inhomo- 
gene Gleichung (6) eine Lösung haben; denn hätte die homogene 
Gleichung eine Lösung, so würde 

ais)P*{s)-b{s)fp*{g)±^^^dQ = 

lösbar sein, wo 

P* (s) = a (s) u, (s) + ^j' tt, (0) I cotg |- («-*) + ^ (*,s)| d6 

gesetzt wird, was nach der Annahme unmöglich ist. Diese Lösung 
Uj{s) wird die linke Seite der Gleichung (5) zu Null machen, nnd 
daher genagt sie der Gleichung 

Pis) = 0, 

wie wir verlangten. Wir haben daher in diesem Falle eine Lösung 
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imseres Problems, da Vj (s), u^ (s), v« (s) und endlich /) (ß) und fa {^i) 
leicht zu finden sind. 

Im Falle, wo es eine Funktion F(js) gibt, deren Randwert 
die Relation (7) und auch die Relation 

(7') a'{s)U(s) + b'is)V(8) = 

erfüllt, werden wir im allgemeinen keine Lösung haben, wie wir 
kurz beweisen werden. 

Zu diesem Zwecke schreiben wir die Gf^leichungen (2) in der 
Form 

.g) ".[(««?) ü-(u'ß,)V]-v,[{<^ß,) Cr+(a«*)F]-(a*Ä)t;,-(«*yO = 
«. [(«/}*) U+ (ßßt) r] + v, [(ßß*) U- {aßt) V] + (a*ßt) «, - (^y.) = 

wo gesetzt wird 

f, (z) = 9 (i>) F (z). 
Die Funktion 

mit dem Randwerte 

g{s) = u,(s) + iv,(s) 

sei daher eine innerhalb des Q-ebietes reguläre analytische Funk- 
tion. Aus den Relationen (7) und {7') aber folgt 

(aaf) U- («*^J F = - (ßßr) U+ (aß*) V = D 
- (a*/S J tr- (««*) F = - (a^f ) ü+ ißßt) r = E 

wo 2) und E bekannte Funktionen von s sein werden. Mit Hülfe 
dieser Relation reduzieren sich die Gleichungen (8) auf folgende 
Form: 

D u, + J5; t;, - (o*^*) «^a - («* yj = 

Eu,^Dv,+ (c^ß:)u,^(ß*y,) = 

oder einfacher 

fa(s) = Pis)g{s) + q(s), 
wo wir 






setzen. 



/ 
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Im speziellen Falle a(s) = 0, und b{s) = 0, d. h. 
(««♦). = - (ßfil und (aßt). = - (a*/J J. 
reduzieren sich die Gleichungen (2) anf die einfache Form 

«. = i^j + n^i+r' 

V, = rpti-ivj + y', 
oder 

Üs) = P.(«)/5(s) + 9(s), 
wo 

Piis) = i-in, «(«) == / + «Vi'; 
^ ~ («*/Jr) ~ («*/»?) ' ^ («*^f) («*/Jf) ' 

Es bleibt daher übrig zn zeigen, daß es im allgemeinen keine 
wie oben beschriebene Funktionen f,ie), fj{e) gibt, die einer Rand- 
bedingung von der Form 

(9) f.{s) = c{s)f,{s) + dis) 

genügen, wo c(s) und d{s) zweimal stetig differenzierbare Funk- 
tionen von s sind. 

Zum Beweise dessen gehen wir von den Relationen aus: 

«.(s) = j ».(ff) — ^^ d6, 

(10) ", 

«'.(«) = - / «.(*) — fg^"- 

Ans ihnen bekommen wir 

(11) -^s) = ifac)^^^d6. 

Diese Formel muß daher gelten, wenn /^(ä) der Eandwert irgend 
einer zu einer außerhalb der Begrenzung regulären analytischen 
Funktion fa{e) konjugierten Funktion ist. Sie ist auch eine hin- 
reichende Bedingung dafür, daß fa{s) der Randwert einer solchen 
Funktion ist, denn es würden daraus umgekehrt die Gleichungen 
(10) entstehen. Mit Hülfe dieser Überlegung können wir leicht 
zeigen, daß es keine wie oben beschriebenen Funktionen /a(^), ^(^) 
gibt, die der Randbedingung 

fais) - e{s)f,{s) 
genügen. Denn soll diese Relation bestehen, so mnfi 
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c(.s)fjis)-i fcWA*!)^^^^ du = const. 



oder, wenn wir 



c{p) = c(5) + c(<y,s)tan-y-(s — <y) 



l 
setzen, 

a«)—^„—d<f+ / B(Q,s)aQ)dQ = const., 
•'o 

wo gesetzt wird 

B(q,$) = ic(Q,s)\l + A„(Q,s)iAn^(s - Q)[-ic(s) \Aa(^^ 

Es ist leicht einzusehen, daß B{q,s) eine stetige Punktion von 
QjS ist. Der Fall, daß wir eine auf der rechten Seite der obigen 
Gleichung von Null verschiedene Konstante haben, kann eintreten, 
wenn wir die zu Ua{s) und Va(s) additiven Konstanten so wählen, daß 

/ w. (<y) dö und / v. (<y) dö 


von Null verschieden aasfallen. Vermöge der Formeln (6), (7) 
§ 3 aber sehen wir leicht ein, daß 

ausfällt; daher bleibt 

was im allgemeinen nicht möglich ist, da B{q,s) von dem Grebiete 
abhängt und daher im allgemeiiien das Argument s enthält. 
Nunmehr setzen wir 

dis) = L[d'{s) + f„{^)], 

WO d'($) noch keinen Faktor oder kein Grlied enthält, welches 
Bandwert einer zu einer außerhalb des Gebietes regolären ana- 
lytischen Funktion konjugierten Funktion sein kann; fi^{s) xmd' 
/««W sollen Randwerte solcher Funktionen sein. Unter dieser An- 
nahme läßt sich (9) so schreiben 

3 




— 38 — 

Nun kann -=^^-^ • /) (s) kein Randwert einer zu einer außerhalb der 

Begrenzung regulären analytischen Funktion konjugierten Funktion 
sein, wie wir oben gezeigt haben. Daher kann im Allgemeinen 
diese Relation nicht gelten, weil sonst d'(s) eine Form haben 
wurde, die der Annahme widerspricht, da die linke Seite immer 
die Form einer wie eben beschriebenen Funktion und das erste 
Glied rechts niemals eine solche Form hat. Im speziellen aber 
haben wir eine Lösung, nämlich im Falle, wo c (s) eine solche Form 
hat, daß die Relation 

besteht, wo auch 

c'{s) + d'{s) = 

ist und f^j(s) den Randwert einer innerhalb des Randes regulären 
analytischen Funktion bedeutet; denn wir würden dann die Losung 

m = j^, Us) - Ä.(s)Ä.(s) 

haben. Dieser Fall ist aber ganz speziell. 

Schließlich sehen wir, daß wir im allgemeinen in den 
Fällen, wo a(s) = {««?) + (/S/S*), b{s) = {aßi) + (c^ß,) identisch 
gleichNull sindund wo es eine wie oben beschriebene 
Funktion 

F{i:) = U{xy) + ir{xy) 

gibt, welche die beiden Randbedingungen (7) und (7') 
erfüllt, keine Losung haben. In allen anderen Fällen 
ist unsere Aufgabe losbar. 

Im Falle, wo y{s) = y^(s) = identisch in « ist, läßt es 
sich leicht, wie im vorigen Paragraphen, zeigen, daß entweder 
eine homogene oder eine inhomogene Integralgleichung (6) heraus- 
kommt, je nachdem die Ausdrücke 



J v^{6)d6 und J v^{6)d6 







gleich Null oder verschieden von Null vorausgesetzt werden. 
Daher hat in diesem Falle unsere Aufgabe immer eine Losung. 
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Bestimmang einer außerhalb bezw. innerhalb eines 
von der Kurve C umschlossenen Gebietes regulären 
analytischen Funktion 

bezw. 

welche die Randwerte 

bezw. 

besitzen, wahrend die Relation 

(1) /■.(«(«)) = c{s)f,is) 

bestehen soll, wo in 

c (s) = a (s) + ib (s) 

a(s) und b(s) zweimal stetig differenzierbare Punk- 
tionen der Bogenlänge — ohne gemeinsame Null- 
stellen — sind. 

6 (s) soll als eine eindeutige, umkehrbare, zweimal stetig diffe- 
renzierbare Funktion von s vorausgesetzt sein. Dann bedeutet 

ta(P(^)) den Wert von /1(^), wenn es 

jp^ - ■ >.,^ sich der Grenze C hei s = 6 nähert. 

r^ ^'^ Unsere Aufgabe besteht daher darin, 

y A daß wir wie oben beschriebene Funk- 

/ if'^^ "^^ tionen fS^^fsi^) suchen, zwischen wel- 
1 ^^ \^ eben die Relation (1) statthat, wenn 

f^{B) sich von außen den Punkt 6 der 
^ Grenze C und f^{e) von innen den 

^(^) Randpunkt 5 annähern. Wir werden 

^ wieder die Grenzkurve als analytisch 

^^^' ^' ansehen. 

Wir müssen vor allen Dingen die Greenschen Funktionen 
Gj(xyjlfji) und G^{xyjiri) für den innem resp. äußern Raum kon- 
sumieren, deren Randwerte bei s resp. 6 Gj(s,r) resp. G^{6^r') 
sein sollen. Wie wir schon in § 1 gesehen haben, können wir ohne 
Weiters die folgenden Relationen zwischen den Real- und Imaginär- 

3* 






/ 
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teilen unserer Funktionen f^{e) nnd f^{e) anf dem Rande bei s resp. 
6 hersetzen: 



(2) 



(2') 



(3) 



(3') 



M/(») = -j "jW — dr~^ ' 



Ans (2) tmd (20 folgt: 



(4) 



m = i tf,{r)^l^dr^M,as) 



und ans (3) nnd (3'): 



(6) 



W) = -i ffy)^^^Adr' ^-MJAff), 



WO M. und M^ dieselben Integraloperationen sind, wie Professor 
Hubert in seiner dritten Mitteilung über Integralgleichungen ge- 
braucht hat. Wenn dann f^(6) und fj(s) die Randwerte bei 6 resp. 
s einer außerhalb resp. innerhalb eines gegebenen Q-ebietes regu- 
lären analytischen Funktion sind, so müssen die Formeln (4) 
und (5) gelten; natürlich können wir annehmen, daß in beiden 
Formeln eine additive Konstante eintreten kann. 
Ist weiter 

Wj (s) = uj (s) + ivj (s) 

eine solche Funktion von s, daß die Bedingung 

(6) Wj(s) = M^w.{s) + const. 

besteht, so muß w^{s) der Randwert einer innerhalb des Gebietes 
regulären analytischen Funktion Wj{b) sein; denn wir würden 
dann leicht folgendes aus (6) ausrechnen können: 

u', (5) = - r v; (r) ^^^^J*^ ^^ dr + const. 
r; {s) = j^u; (r) -^^ dr + const., 
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und diese Relationen genügen, um zn zeigen, daß Wj(js) eine 
Funktion von der behaupteten Q-estalt ist. 

In ähnlicher Weise können wir zeigen, daß 

w^ {&) = — M^w^ (ö) + const. 

eine hinreichende Bedingung ist, daß w^(6) der Randwert einer 
außerhalb der Begrenzung G regulären analytischen Funktion 
etwa w^{£i) ist. 

Wir beweisen nunmehr, daß der Ausdruck 

Wj (s) + Slj Wj {s) 

der Bandwert einer innerhalb C regulären analytischen Funktion 
ist, wo 

Wf ($) = «; (s) + ivj (s) 

irgend eine Funktion von s bedeutet. Wir erkennen dies, indem 
wir zeigen, daß 

Wj{s) + MjWj(s) = Mj[Wj(s) + MjWj{s)] + const. 
oder 

Wj(s) = Mj[MjWj(s)] + const. 

für eine beliebige Funktion Wj(s) ist. Zum Beweise dessen setzen wir 

MjWj{s) = Mj[u'. {$) + ivj (s)] + const. 

= i [jS (s) — ia (s)] + const. 

= a(s) + iß{s) + const., 
wo 

Uj (s) + iß (s) und a {s) + ivj (s) 

sicher Randwerte Funktionen sind, die sich regulär und analytisch 
innerhalb unseres betrachteten Gebietes verhalten. Daraus er- 
gibt sich 

Mj[MjWj(s)\ ■= ]ld^[a(s) + iß{s)] + const 

= i [Vj (s) — iuj (s)] + const. 
= u j (s) + ivj (s) + const. 
= i€;j(s) + const., 

wie zu beweisen war. 

In ähnlicher Weise können wir zeigen, daß 

der Randwert eiQer außerhalb der Begrenzung C regulären ana- 
lytischen Funktion bei tf ist, wo w^{6) eine willkürliche Funktion 
von 6 auf dem Rande bedeutet. 



/ 



(7) 
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Damit haben wir zwei wichtige Eigenschatten gefanden: 

I. Die Bedingnngen^) 

Wf{s) = MjtPj{s) + const. 
w^(6) = — ilf^M?,(tf) + const. 

sind hinreichend, am za zeigen, daß fVj(s) and w^(6) 
Bandwerte einer innerhalb resp. aaßerhalb der 
Randkarve G regulären analytischen Funktion 
Wj{a) resp. w^{z) beim Punkte s resp. 6 sind. 

II. Die Ausdrücke 

Wj{s) + ]UjfVj{s) 

sind sicher Randwerte Funktionen, die sich inner- 
halb resp. außerhalb des betrachteten G-ebietes re- 
gulär und analytisch beim Randpunkte s resp. 6 
verhalten. 

Diese Vorbereitung genügt, um die Relation 

/:(*) = cis)f,(,s) 

selbst za betrachten. Wir sehen leicht ein, daß 
MM6) = -^j{cotgj-(tf-r') + A(r',.»)|c (»•)/',(♦•)<«♦•' 

= -^ /^{cotg yltfC«) - tf (r)] + AMr)Ms))^{r)fAr)dr, 
wo r' = 6(r) angenommen ist. Zunächst setzen wir 

/ \ d6(r) d6(s) ... , , , « r / \ / M 

c(r)-g^ = —^c(s) + c(r,s)isji-i-[6is)^6{r)l 

was möglich ist, da 6(s) und c(s) als zweimal stetig difp^erenzierbar 
in s vorausgesetzt sind. Damit reduziert sich die Gleichung auf 
die Grestalt 

MJM - -^^//,('-){cotg^[*{s)-tf(r)] + 2)(r,«)|dr, 

wo natürlich D (r, s) stetig differenzierbar in r, ^ ist. Dann können 
wir endlich schreiben 



1) Siehe Prof. Huberts dritte Mitteilung 



+ 
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ic(s) 



//'iW{-^cotg^[tf(«)-tf(r)]-cotgy(s-r)}ir 



2; 

*2 



+ J E'{r,s)f,{r)dr, 


oder 

(8) M^Ufi) = c {s) Mjf, (s) +fEir, s) f, (r) dr , 



wo E{r^ s) natürlich den Ausdruck 

-^^ cotg y [<y (s) - 6{r)\ - cotg j- (5 - 

enthält. Dieser Aasdruck wird bei r = s unbestimmt, hat aber, 
wie wir leicht ausrechnen können, in dieser Stelle den Wert 



d 



[log 



d6{s) 



l ^ ds 



2x ds 

und ist daher endlich, außer wenn 6 gleich einer Konstanten ist. 
Dies zeigt uns, daß E{rjS) eine stetige Funktion r^s darstellt. 

Wir betrachten weiter die Relation 

(9) w^{6) = c{s)Wj{s) 

und untersuchen, ob und wann Wa{6) und tPj(s) so bestimmt werden 
können, daß sie die Randwerte einer außerhalb resp. innerhalb C 
regulären analytischen Funktion komplexen Argumentes, d. h. daß 
sie gleich fa(6) resp. ^(s) sind. Zu diesem Zwecke bilden wir mit 
Hülfe von (8) den Ausdruck 

= 2w,{6) + M^Waip) - M,[c{s)w,{s)\ +fK'{r, s)w,{r) dr+ 2y 



= 2w^{6) + M^w^(6)-MjWa(6) + l K' (r, s)Wa(r)dr + 2y 

'o 



= 2wa(6)+f2K(r,s)Wa{r)dr + 2y, 
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wo y eine beliebige Eonstante sem kann. Betrachten wir dann 
die Integralgleichang 

tr»+ ^ K{r,s)wST)dr^y = 0, 

welche die Fredholm sehe Form hat, da K(r^s) sicher einen ste- 
tigen Kern darstellt. Entweder die homogene oder die inhomogene 
Grleichnng hat eine Lösung. Weil aber y beliebig zu wählen ist, 
so hat man immer eine Lösnng U7.(tf) nnd daher auch den Wert 
Wj(s) ans der Belation (9). 

Dieser Wert von 10^(6) giebt nnn 

tv^(6)-{- M^w^(6) + c{s)tCj{s)'-c{s)MjU;j(s) = konst. 
nnd es lassen sich zwei Falle nnterscheiden: 

(a) w^a W + -^a *^a (^) = konst. ,' Wj{s) — MjWj{s) = konst. 
oder 

(b) tp^ (ö) + M„ w^ (p) c(s) [wj(s) — iMj Wj (s)] = konst., 

wo in der letzten Grleichnng die konjngierte Funktion jedes Mal 
zn nehmen ist. 

Im Falle (a) kommen wir vermöge des Satzes I zn dem Re- 
sultate, daß Wa(6) und tVf{s) sicher die gesuchten Funktionen f^{6) 
resp. fj{s) sind. 

An Stelle von (b) können wir schreiben 

w^{6) — M^w^(6)+c{s)[Wj(s) + MjWj{s)] = konst. 
und es ist aus dem Satze II klar, daß 

und 

Bandwerte bei 6 resp. s einer außerhalb resp. innerhalb des Ge- 
bietes regulären analytischen Funktion, etwa g^ {z) resp. g^ {e) sind. 
In dem ersten Falle haben wir daher Funktionen 
f^{p) und fj{s) gefnnden', welche Randwerte einer außer- 
halb resp. innerhalb des betrachteten Gebietes re- 
gulären analytischen Funktion /«(^r) resp. t^ifi) sind 
und die Bedingung 
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/:(•) = e(s)f,is) 

erfüllen. 

Im zweiten Falle hingegen haben wir Funktionen 
g^{6) und gj(s) gefunden, welche Bandwerte von analy- 
tischen Funktionen derselben Art sind, aber der Be- 
i lation 

9a{^) = c{s)g,(8) 
genügen. 

Um zu entscheiden, welcher der beiden Fälle eintritt, setzen 
wir 

l0gc(5) = log fa (6) -log fj{s), 

welcher Ausdruck die Änderung — 2 i« (n^ + w^) bei positivem Um- 
laufe der Grrenzkurve G erfahrt, wo n^ und nj die Anzahl der 
Nullstellen der Funktion ^ (jsi) resp. fj {z) bedeuten. Fallt daher 
log c{8) beim Umlaufe um G negativ aus , so tritt der erste Fall 
ein; dagegen tritt der zweite Fall ein, wenn beim positiven Um- 
laufe um G log c(s) positiv ausfällt. 

Wir können mit Prof. Hilberth) noch beweisen, daß wir im 
Falle, wo log c{s) keine Änderung bei einer Umlauf ung um G er- 
fahrt, d. h. wenn n« -h w^ = ist, sowohl ein Paar außerhalb resp 
innerhalb G holomorpher Funktionen fa{^\ fj{^)j welche die Band- 
bedingung 

erfüllt , als auch ein Paar g^ M, gt (jsi) von demselben Charakter 
aber mit der Bandbedingimg 

konstmieren können. 

Wir brauchen nnr die analytiscben Fnnktionen F„{e) and 
Fj(g) anfzQstellen, welche die Bandbedingnng 

f.Ctf) = C(8)C(S)F,{S) 

erfüllen. Dies ist möglich, da c{s)c(s) und das konjugierte Pro- 
dukt dasselbe ist. Dann haben wir , wenn f^ {e\ f^ {/s\ F^ {j8\ F^ {e) 



1) Huberts dritte Mitteüung über Integralgleichungen, Göttinger Nach- 
richten 1905. 



^ 



